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صفحه اي به صورت مایل یک موّلد مخروط را قطع می کند (عمود بر قاعده و عمود بر محور نباشد)، سطح مقطع حاصل کدام شکل می شود: (مولد دیگر - 1
را قطع نکند).

سهمی مثلث متساوي الساقین بیضی دایره

کره اي به شعاع  را، صفحه اي برش می دهد که مرکز کره از آن صفحه  فاصله دارد، مساحت شکل حاصل برابر کدام گزینه می شود؟ - 2

اگر در استوانه ي تو پُر مقابل یک مخروط طبق شکل مقابل برداریم و صفحه اي موازي صفحه دو قاعده ي استوانه این جسم را قطع کند. سطح مقطع - 3
حاصل چه شکلی است؟

یک مثلث دایره

بیضی یک حلقه

دو کره به شعاع هاي یکسان متقاطع اند به طوري که فاصله ي مراکز آن ها،  برابر شعاع یکی از کره هاست، مساحت مقطع برخورد دو کره، چند - 4
برابر مساحت یکی از کره هاست؟

اگر سطح مقطع یک استوانه با صفحه هاي افقی، عمودي و صفحه ي مایلی که از قاعده هاي استوانه عبور نکند، برخورد کند، کدام شکل حاصل نمی شود؟ - 5

دایره مستطیل سهمی بیضی

( حجم شکل حاصل از دوران مثلث قائم الزاویۀ زیر حول محور  چقدر است؟ ( - 6

یک نیم دایره را مطابق شکل از یک مثلث متساوي الضلاع بریده و شکل حاصل را حول محور تقارنش دوران می دهیم. حجم شکل حاصل از این دوران - 7
کدام است؟

نماي بالاي مخروط ناقص مقابل کدام است؟ - 8

نام و نام خانوادگی:

نام آزمون: هندسه 1

تاریخ آزمون: 1398/06/04

زمان برگزاري: 0 دقیقه

فرزانگان 4
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نماي رو به رو

روبه رو

در شکل زیر حداقل چند تا و حداکثر چند تا از مکعب هاي کوچک برداشته شود تا نماي بالا به صورت  باشد؟ - 9

حداقل  – حداکثر   حداقل  – حداکثر  

حداقل  – حداکثر  حداقل  – حداکثر  

نماي بالاي شکل مقابل، کدام است؟ - 10

در مورد سازه ي زیر که از مکعب هاي واحد تشکیل شده است، کدام مورد صحیح است؟ - 11

نماي روبه رونماي راست

 

نماي روبه رونماي راست

 

نماي روبه رونماي راست نماي روبه رونماي راست

تمام وجه هاي مکعب شکل زیر را رنگ آمیزي می کنیم. تعداد مکعب هاي کوچکی که دو وجه رنگ شده دارند، چقدر بیشتر از تعداد مکعب هاي - 12
کوچکی است که تنها یک وجه آن ها رنگ آمیزي شده است؟

صفر

در فضا از سه خط دو به دو متقاطع، چند صفحه می گذرد؟ - 13

بی شمار حداکثر  دقیقاً 

از خط  چند صفحۀ عمود بر صفحۀ  می توان عبور داد؟ - 14

یک یا بی شمار صفر یا بی شمار همواره بی شمار همواره یک

دو صفحۀ متقاطع  و  بر صفحۀ  عمودند. در مورد فصل مشترك این دو صفحه کدام گزینه درست است؟ - 15

با صفحۀ  موازي است. داخل صفحۀ  است. بر تمام خطوط صفحۀ  عمود است. با تمام خطوط صفحۀ  موازي است.

خط ها یا صفحات ذکر شده، در چند مورد زیر لزوما با هم موازي نیستند؟ - 16
الف) دو خط عمود بر یک صفحه                ب) دو صفحه ي عمود بر یک خط

پ) دو خط عمود بر یک خط در فضا          ت) دو صفحه ي عمود بر یک صفحه

سه مورد دو مورد یک مورد موارد ذکر شده همواره موازي اند.
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، خط  و نقطه ي  مفروض است. در کدام حالت از گزینه هاي زیر می توان از نقطه ي  بی شمار خط عمود بر  بگذرانیم که با صفحه ي  صفحه ي  - 17

 موازي باشد؟

نقطه ي  در صفحه ي  و خط  عمود بر صفحه ي  باشد.

نقطه ي  خارج از خط  و صفحه ي  بوده و خط  عمود بر صفحه ي  باشد.

نقطه ي  روي خط  و خارج از صفحه ي  بوده و خط  عمود بر صفحه ي  باشد.

نقطه ي  خارج از خط  و صفحه ي  بوده و خط  موازي صفحه ي  باشد.

، چند صفحه می گذرد که موازي خط  باشد؟ از نقطه ي  خارج از خط  - 18

بی شمار صفر

دو خط متنافر  و  و نقطه ي  غیر واقع بر این دو خط داده شده اند. چند خط از نقطه ي  می توان رسم کرد که با هر دو خط  و  موازي - 19
باشد؟

بی شمار صفر

چند صفحه وجود دارد که بر دو خط متنافر عمود باشد؟ - 20

بی شمار صفر

دو خط  و  با صفحه ي  موازي هستند. وضعیت نسبی دو خط  و  چگونه است؟ - 21

نامشخص است. متنافرند. متقاطع اند. موازي اند.

، تنها یک صفحه عبور می کند. از نقطه اي خارج این صفحه چند خط می توان رسم کرد که هر دو خط را قطع کند؟ از دو خط متمایز  و  - 22

بی شمار صفر حداکثر یکی دقیقاً یکی

کدام یک از موارد زیر، لزوماً دو خط موازي را در فضا مشخص می کند؟ - 23

دو خط عمود بر یک صفحه دو خط متنافر با یک خط دو خط موازي با یک صفحه دو خط عمود بر یک خط

چه تعداد از موارد زیر، همواره درست است؟ - 24
الف) اگر هر خط عمود بر یک صفحه، بر صفحۀ دیگر نیز عمود باشد، آن دو صفحه بر هم عمودند.

ب) اگر یک خط واقع بر یک صفحه، بر فصل مشترك آن صفحه و صفحۀ دیگر، عمود باشد، آن دو صفحه بر هم عمودند.
پ) اگر یک خط واقع بر یک صفحه، بر دو خط متقاطع از صفحۀ دیگر عمود باشد، آن دو صفحه بر هم عمودند.

صفر

دو صفحۀ  و  بر هم عمودند. چه تعداد از گزاره هاي زیر درست است؟ - 25
الف) هر خط عمود بر یکی از این دو صفحه، با دیگري موازي است.

ب) هر صفحۀ عمود بر یکی از این دو صفحه، با دیگري موازي است.
پ) هر خط موازي با یکی از این دو صفحه، بر دیگري عمود است.

ت) هر صفحۀ موازي با یکی از این دو صفحه، بر دیگري عمود است.

چه تعداد از گزاره هاي زیر، همواره درست است؟ - 26
الف) از هر نقطۀ غیر واقع بر یک صفحه فقط می توان یک خط بر آن صفحه عمود کرد.

ب) از هر نقطۀ غیر واقع بر یک صفحه فقط می توان یک صفحه بر آن عمود کرد.
پ) اگر خطی بر یکی از خطوط صفحه اي عمود باشد، بر آن صفحه عمود است.

صفر

دو زاویه در فضا برابرند اگر یکی از اضلاع آن ها با هم موازي باشد. اضلاع دیگر آن ها باهم چه وضعی دارند؟ - 27

نمی توان نظر داد الزاماً متنافرند  الزاماً عمودند الزاماً موازیند
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دو صفحه ي متقاطع در .................. همدیگر را قطع می کنند. - 28

یک صفحه یک خط دو نقطه یک نقطه

قطر یک مکعب با چند یال آن متنافر است؟ - 29

 یال یال یال یال

دو خط مانند  و  در فضا متقاطع اند، چند صفحه وجود دارد که این دو خط بر آن صفحه ها عمود باشند. - 30

بی شمار هیچ

نقطه ي  را خارج از خط  در فضا در نظر بگیرید. از نقطه ي  چند خط موازي  و چند صفحه موازي  می توان رسم کرد؟ - 31

بی شمار - بی شمار بی شمار - یک یک - بی شمار یک - یک

نقطه ي  خارج از دو خط متنافر  و  می باشد. از نقطه ي  چند صفحه موازي این دو خط می توان عبور داد؟ - 32

بی شمار صفر

خطی مانند  بر فصل مشترك دو صفحه ي  و  عمود است. کدام یک از حالت هاي زیر درست می باشد؟ - 33

خط  بر  عمود است. خط  بر  عمود است.

هر سه مورد خط  بر صفحات  و  عمود نیست.

فرض کنید  یک خط در صفحه ي  و نقاط  و  دو نقطه ي متمایز در صفحه ي  باشند به طوري که  در نقطه ي  بر خط  عمود باشد. - 34

اگر  نقطه اي در فضا باشد که  بر صفحه ي  عمود باشد، آنگاه خط   با پاره خط  چه زاویه اي می سازد؟  

دو صفحه ي  و  بر هم عمودند و خط  نیز بر صفحه ي  عمود است. این خط نسبت به صفحه ي  چه وضعی دارد؟ - 35

نمی توان مشخص کرد. متقاطع عمود موازي یا منطبق

در متوازي الاضلاع شکل زیر  ،  ،   و  وسط اضلاع هستند. مساحت قسمت رنگی چه کسري از مساحت متوازي الاضلاع است؟ - 36

، پاره خط  موازي ضلع  است. اگر  و  و مساحت مثلث  برابر با  واحد مربع باشد، در مثلث  - 37

مساحت مثلث  کدام است؟

مساحت شکل زیر برابر است با: - 38
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، مساحت ناحیه ي سایه دار کدام است؟ در شکل مقابل،  با  موازي است. اگر   و  - 39

،  و  ضلع  را به چهار قسمت مساوي تقسیم می کنند. اگر ، پاره خط  میانه ي وارد بر ضلع  است. همچنین نقاط  در مثلث  - 40

، برابر  باشد، مساحت ناحیه ي رنگی کدام است؟ مساحت مثلث 

مساحت یک چند ضلعی شبکه اي  است. این چند ضلعی حداکثر چند نقطه ي مرزي می تواند داشته باشد؟ - 41

در شکل رو به رو فاصله ي هر دو نقطه ي متوالی به صورت افقی و عمودي برابر واحد است، طول ارتفاع وارد بر بزرگ ترین ضلع مثلث کدام است؟ - 42

اضلاع مستطیلی را به اندازه ي خودشان و در یک جهت امتداد می دهیم، اگر چهار نقطه ي به دست آمده را به هم وصل کنیم، چهار ضلعی ایجاد شده - 43
کدام است؟

مستطیل لوزي مربع متوازي الاضلاع

، وسط اضلاع  و  و وسط دو قطر  و  رئوس یک لوزي هستند. در مورد چهارضلعی  کدام درست در چهارضلعی  - 44
است؟

متوازي الاضلاع است. لوزي است.

، طول وتر این مثلث کدام است؟ ،  و  وسط هاي اضلاع هستند. اگر  ، نقاط  در مثلث قائم الزاویۀ  - 45

، چهارضلعی  و از وصل کردن وسط هاي اضلاع مستطیل به طور متوالی، از تقاطع نیمسازهاي زوایاي داخلی مستطیلی به طول اضلاع  و  - 46

، چند برابر مساحت چهارضلعی  است؟ چهارضلعی  حاصل می شود. مساحت چهارضلعی 

در متوازي الاضلاع شکل زیر،  و  وسط هاي اضلاع  و  می باشند. اگر  باشد، طول  کدام است؟ - 47
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در مثلث قائم الزاویۀ  میانۀ وارد بر وتر است. اندازة  کدام است؟ - 48

اگر وسط هاي اضلاع یک ذوزنقه ي متساوي الساقین را به یکدیگر وصل کنیم چهارضلعی حاصل کدام است؟ - 49

متوازي الاضلاع لوزي مربع مستطیل

در هر مثلث اگر وسط هاي سه ضلع و پاي یک ارتفاع دلخواه را به هم وصل کنیم شکل حاصل .................. - 50

هر سه مورد ممکن است رخ دهد. مثلث متساوي الساقین است. ذوزنقه متساوي الساقین است. مستطیل است.
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گزینه 4 - 1
 سطح مقطع حاصل یک سهمی است.

 
اگر عمود بر محور باشد دایره است.

 
اگر هر دو مولد را قطع کند بیضی است.

 

سطح مقطع هر صفحه با کره، یک دایره می شود که در این شکل ما شعاع دایره را نداریم. گزینه 4 - 2

r
8

17

 :طبق قضیه ي فیثاغورس

 دایره (سطح مقطع)

گزینه 3   یک حلقه می شود. - 3

محل برخورد دو کره یک سطح مقطع به شکل دایره بوده و طبق شکل مقابل قطر آن  است و طبق شکل چهار ضلعی  یک لوزي می باشد. گزینه 3 - 4
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همانند شکل هاي زیر، اگر صفحه ي مایل برخورد کند، بیضی و اگر صفحه ي افقی برخورد کند دایره و اگر صفحه ي عمودي برخورد کند مستطیل حاصل می شود. گزینه 2 - 5

دایرهصفحه افقیمستطیلصفحه عموديبیضیروبه رو

حال اگر صفحه اي که با استوانه برخورد می کند از قاعده هاي استوانه عبور کند شکل سهمی به وجود می آید. به شکل زیر توجه کنید:

گزینه 3 - 6
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d
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 نکته: حجم مخروط ناقصی که با شعاع قاعده هاي  و  و ارتفاع  از رابطۀ زیر به دست می آید:

h

R

Rʹ

 

 

 براي محاسبۀ حجم حاصل از دوران مثلث قائم الزاویه  حول محور  حجم استوانه را از مخروط ناقص می کنیم:

فضاي اشغال شده به صورت یک مخروط است که قاعدة آن به صورت یک نیم کرة خالی است. گزینه 3 - 7

60
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6

2
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 مخروط

 نیم کره

 شکل حاصل

وقتی از بالا به جسم نگاه کنیم دو دایره ي هم مرکز خواهیم دید. گزینه 1 - 8

. از ردیف مکعب هاي براي آن که نماي بالاي خواسته شده به دست آید باید حداقل تمام مکعب هاي هاشورخورده و مکعب هاي زیر آن برداشته شود یعنی حداقل   گزینه 1 - 9
هاشورنخورده حداقل یکی باید بماند پس حداکثر مکعب هایی که می توان برداشت:

RR′h

V = ( + + R )
πh

3
R2 R′2 R′

d

= ( + + 12 × 20) = 7840Vمخروط ناقص

3 × 10
3

122 202

= 3 × × 10 = 4320Vاستوانھ 122

= − = 7840 − 4320 = 3520Vمطلوب Vمخروط ناقص Vاستوانھ

: OA = AB = 3OAB
Δ 3

−−
√

2
3
−−

√

OB = AB = × 6 = 3 → OD = 3 − 2 = 1
1
2

1
2

V = π × OA = π × × 3 = 9 π
1
3

(OB)2 1
3

32 3
−−

√ 3
−−

√

V = = π = π × 1 = π
Vکره

2
2
3

(OD)3 2
3

2
3

V = V − V = 9 π − π = (9 − )πمخروط نیم کره 3
−−

√
2
3

3
−−

√
2
3

11 × 5 = 55
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A
B C

d1 d2

d3

 

 

گزینه 1 - 10
تصویر نماي بالا این شکل به صورت مقابل است.

 

بنابراین گزینه ي  درست است.

» آمده است. با توجه به شکل سه بعدي، نماي راست و نماي رو به روي صحیح در شکل هاي گزینه ي « گزینه 4 - 11
گزینه 4 - 12

گزینه 3 - 13

 اگر سه خط مورد نظر همرس باشند، می توانند به گونه اي باشند که در یک صفحه قرار نگیرند.

 

A

d d d1
2

3

 
اما اگر نقطۀ تقاطع دو به دوي این خط ها متمایز باشد، تنها یک صفحه وجود دارد که این خط ها در آن قرار بگیرند.

دو حالت رخ می دهد. گزینه 4 - 14
) اگر خط  بر صفحۀ  عمود نباشد که در این حالت فقط یک صفحۀ عمود بر  از خط  می گذرد.    

) اگر خط  بر صفحۀ  عمود باشد که در این حالت بی شمار صفحۀ عمود بر  خط  عبور می کند.

P P

d d

dعمود برP dغیرعمود برP

نکته: اگر دو صفحۀ متقاطع  و  بر صفحه اي مانند  عمود باشند. فصل مشترك این دو صفحۀ متقاطع نیز بر صفحۀ  عمود است. گزینه 2 - 15

 از طرفی می دانیم اگر خطی بر صفحه اي مانند  عمود باشد، بر تمامی خطوط آن صفحه نیز عمود است.

با توجه به اینکه خط  فصل مشترك دو صفحه ي  و  است بر تمامی خطوط صفحۀ  عمود است.
P

R

Q

فصل مشترك ( (

گزینه 3 - 16
 موارد الف و ب درست ولی دو مورد دیگر ممکن است درست نباشد. براي شرح گزینۀ الف و ب شکل هاي زیر را داریم:  

 

Q

 گزینۀ پ: دو خط عمود بر یک خط در فضا لزوما موازي نمی باشند.

 

dʹ dʹ́

d

55 + 14 × 4 = 55 + 56 = 111

1

4

}→ 12 − 6 = 6
= تعداد مکعب ھای با دو وجھ رنگ شده12
= تعداد مکعب ھای با یک وجھ رنگ شده6

1dPPd

2dPPd

PQRR

R

lPQR
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d1
d2

d

P

Q

d

d

A

گزینۀ ت: شکل زیر را داریم که نشان می دهد لزوما درست نمی باشد.

P
R Q

در وهله ي نخست باید توجه کنید که از هر نقطه ي خارج یک خط، درست یک خط عمود بر آن خط می توانیم رسم کنیم. پس نقطه ي  باید روي  قرار داشته باشد تا بتوانیم بی  گزینه 3 - 17
، واقع هستند. حال صفحه ي  گذرنده از  و عمود بر  را رسم می کنیم. ، بر صفحه ي عمود بر  در  شمار عمود بر خط  در نقطه ي  رسم کنیم. همه ي خط هاي عمود بر  در نقطه ي 

) در صورتی همگی موازي با صفحه ي  هستند که خط  بر صفحه ي  عمود باشد، یعنی در این صورت بی شمار عمود بر  و موازي واضح است که خط هاي عمود بر  در  (مثل دو خط 

با صفحه ي  وجود دارد.

می دانیم از یک نقطه خارج یک خط، فقط یک خط موازي با آن می توان رسم کرد. حال از خط  بی شمار صفحه می گذرد که با خط  موازي است. گزینه 4 - 18

می دانیم دو خط موازي با یک خط، خود با هم موازي اند. گزینه 1 - 19

بنابراین هیچ خطی از نقطه ي  نمی توانیم رسم کنیم که موازي با دو خط متنافر  و  باشد زیرا در غیر این صورت خطوط  و  موازي یکدیگر می شوند و این مطلب با فرض مسئله تناقض
دارد.

هیچ صفحه اي وجود ندارد چون اگر صفحه اي مانند  بر دو خط متنافر  و  عمود باشد، در این صورت این دو خط باید موازي باشند (چون دو خط عمود بر یک صفحه موازیند) که گزینه 1 - 20
با متنافر بودن دو خط تناقض دارد.

دو خط در فضا می توانند متقاطع، موازي، منطبق یا متنافر باشند اگر این دو خط موازي صفحه ي  باشند اشکال زیر را خواهیم داشت. گزینه 4 - 21

P

d
d

P

d
d

P

dd ,

P
d

d

اگر دو خط  و  موازي باشند، خارج از صفحه ي  و از نقطه اي مانند  هیچ خطی نمی توان رسم کرد که هر دو خط را قطع کند. اما اگر دو خط  و  در نقطه اي مانند  گزینه 2 - 22
متقاطع باشند. از نقطه ي  می توان خطی رسم کرد که از  بگذرد و هر دو خط  و  را قطع کند. بنابراین حداکثر یک خط می توان رسم کرد. 

گزینه 4 - 23
 براي بررسی سایر گزینه ها بهتر است منشوري مانند مکعب زیر را در نظر بگیریم.  

) خطوط  و  بر خط  عمود هستند اما موازي نیستند. گزینۀ (

) خطوط  و  با صفحۀ  موازي اند اما با یکدیگر متقاطعند. (موازي نیستند) گزینۀ (

) خطوط  و  نسبت به خط  متنافرند ولی موازي نیستند. گزینۀ (

بنابراین صرفاً گزینۀ  همواره درست است.

A B

CD

E

FH

G

گزینه 2 - 24
فقط مورد «پ» صحیح است. 

در مورد الف، دو صفحه موازي یکدیگر می شوند و در مورد «ب» می توان حالتی را در نظر گرفت که دو صفحه بر هم عمود نباشند اما خط واقع بر یکی از صفحات بر
فصل مشترك آن دو صفحه عمود باشد.

Ad

dAdAdAQAd

dA⋅d1 d2PdPd

P

d ′d

Ad1d2d1d2

pdd ′

P

L1L2PAL1L2M

AML1L2

1ABCBBE

2DCDHABEG

3ADBEHF

4
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A B

CD

H

E F

G

A
P

d
d

L

L

گزینه 2 - 25
 دو صفحۀ عمود بر هم  و  را در نظر بگیرید. گزارة «ب» نادرست است، زیرا مثلاً صفحۀ  بر صفحۀ  عمود است و با صفحۀ 

 موازي نیست. (صفحۀ  بر صفحۀ  عمود است.)
A B

E F

G

CD

H

 گزارة «پ» نادرست است. زیرا مثلاً خط  با صفحۀ  موازي است و بر صفحۀ  عمود نیست (خط  موازي صفحۀ  است.)
گزاره هاي «الف» و «ت» همواره صحیح هستند.

گزارة الف درست است. گزینه 2 - 26
گزارة ب نادرست است زیرا از هر نقطۀ غیر واقع بر صفحه بی شمار صفحه می توان بر آن عمود کرد.

گزارة پ نادرست است زیرا شرط عمود بودن خط بر صفحه آن است که خط مورد نظر بر دو خط متقاطع از صفحه در محل تقاطع عمود باشد.

دو زاویه در فضا که یک ضلع موازي دارند را در نظر می گیریم دو ضلع دیگر آن ها دو خط را در فضا مشخص می کنند. و دو خط در فضا سه حالت دارند: موازي، متقاطع و متنافر. گزینه 4 - 27
بنابراین نمی توان نظر داد.

دو صفحه ي متقاطع همدیگر را در یک خط قطع می کنند که «فصل مشترك» دو صفحه نامیده می شود. گزینه 3 - 28

طبق شکل مقابل در مکعب قطر  با یال هاي  ، ، ، و   و  متنافر است. گزینه 2 - 29

فرض صفحه اي مانند  باشد که بر این دو خط عمود است یعنی: گزینه 1 - 30

L L

 

 

که طبق فرض  و  متقاطع اند نه موازي بنابراین هیچ صفحه اي وجود ندارد.

گزینه 2 - 31
 از یک نقطه در خارج یک خط فقط یک خط می توان موازي با آن رسم کرد.

 

L
A

و از نقطه ي  خارج خط  بی شمار صفحه می گذرد که با  موازي باشد.

 

P

P

A
L

در نقطه ي  به موازات  و  دو خط  و را رسم می کنیم. از دو خط  و  که در نقطه ي  متقاطعند فقط و فقط یک صفحه می گذرد. گزینه 2 - 32

هر سه مورد می تواند درست باشد. گزینه 4 - 33

ABCDABFEBFGCABCD

ABFEBFGCABFE

GHABCDABFEGHABFE

ECADABGHDHBFFG

P

} ⇒ L||
L⊥P

⊥PL′ L′

LL′

ALL

ALL′dd ′dd ′A
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L
P

Q
) درست است.                       

 
L

P

Q
) درست است.

L
P

Q

)  بر  و  عمود نیست.

عمود است. خط  نیز یکی از خط هاي صفحه است. خط  بر صفحه ي  گزینه 3 - 34
از طرفی خط  بر خط  نیز عمود است، بنابراین خط  بر دو خط متقاطع  و  در نقطه ي  عمود است. بنابراین با خط  زاویه ي  تشکیل می دهد.

گزینه 1 - 35
 نکته: دو خط عمود بر یک صفحه با هم موازي اند.

از آنجایی که  بنابرین صفحه ي  شامل خطی مانند  است که بر صفحه ي  عمود است. بنابراین  و از آنجا که  است. (چون اگر خطی با یکی از
خط هاي صفحه اي موازي باشد با آن صفحه موازي است و یا بر آن صفحه منطبق می شود.)

Q
a

P

d

برداشتن گام اول سخت است اما ما با رسم قطر  آن را برمی داریم. گزینه 3 - 36

ما می توانیم به جاي نسبت بین قسمت رنگی و متوازي الاضلاع، نسبت مساحت   و  را به  به دست بیاوریم. چون مساحت کلی (متوازي الاضلاع) و هم مساحت جزئی (قسمت رنگی) نصف
شده اند.

حال در مثلث  نقطه ي  نقطه ي تلاقی میانه ها است و  و  هر کدام  مساحت مثلث پس:

A B

CD

M
S1

S2

S3

S4

 

گزینه 3 - 37

نکته: براي محاسبه مساحت اشکال شبکه اي از نقطه ها: از مجموع نقاط داخل شکل و نصف نقاط روي شکل یک واحد کم می کنیم. گزینه 2 - 38
: نقاط داخل شکل      

: نقاط روي محیط شکل

نکته:فرض کنیم  و  موازي باشند، به طوري که  و  در نقطه اي مانند  متقاطع باشند. در این صورت  گزینه 3 - 39

12

3LPQ

ABPL

LBCLBCACCAC90

Q⊥PQaPa ∥ dQ ∥ d

BD

S1S2ABD
Δ

ABDMS1S2
1
6

+ = ( + ) =S1 S2
1
6

1
6

SABD

1
3
SABD

= = ⇒ = ⇒ = 4 (1)
PC

PB

1
3

− →−−−−−
ترکیب در مخرج PC

BC

1
4

S
APC

Δ

S
ABC

Δ

1
4

S
ABC

Δ S
APC

Δ

: MN ||BC ⇒ ⇒ = ( = ⇒ = 9 (2)ABC
Δ

⎧

⎩
⎨
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

= =
AN

AC

AM

AB

1
3

∼AQN
Δ

APC
Δ

S
AQN

Δ

S
APC

Δ

1
3

)2 1
9

S
APC

Δ S
AQN

Δ

= 9(3) = 27 = 4(27) = 108S
APC

Δ − →−−
(1),(2)

S
ABC

Δ

n

n′

= n + − 1 = 8 + − 1 = 11٫5S
ABCDE

n′

2
9
2

ABCDACBDO=SOAD SOBC
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A B

CD

O

A دو نقطه ي  و  را مطابق شکل به هم وصل می کنیم . و  ذوزنقه هستند. با توجه به نکته می توان نوشت: B

CD

M

N

P Q
4 6

 

در نتیجه:

نکته: در هر مثلث، با رسم میانه، آن مثلث به دو مثلث کوچک تر با مساحت هاي مساوي تقسیم می شود. گزینه 3 - 40
A

B M C

N
P

Q

 

طبق قضیه ي پیک، مساحت یک چندضلعی برابر است با  که در آن  تعداد نقاط مرزي و  تعداد نقاط درونی یک چند ضلعی شبکه اي است. بنابراین داریم: گزینه 3 - 41

بیش ترین تعداد نقاط مرزي  در صورتی است که از عدد  مقدار کم تري کسر گردد یعنی کم ترین نقاط درونی  را داشته باشیم و از آن جایی که کم ترین مقدار  برابر با صفر است، بیش 

ترین مقدار نقاط مرزي برابر با  خواهد شد.

گزینه 3 - 42
 از قضیه ي فیثاغورس استفاده می کنیم.

A

B
C

H

 

 

: رابطه ي طولی

با توجه به شکل داریم: گزینه 1 - 43

A B

CD

A

B

C

D

 

  

به همین ترتیب نیز می توان نتیجه گرفت که: 

می دانیم هر چهارضلعی که اضلاع روبه روي آن دو به دو مساوي باشند، متوازي الاضلاع است، بنابراین چهارضلعی   متوازي الاضلاع می باشد.

، نقاط   و  وسط اضلاع  و  و نقاط  و  وسط قطرها هستند. در چهارضلعی  گزینه 4 - 44

MNAMNDMBCN

= = 4 , = = 6SMPN SAPD SMQN SBQC

= + = 4 + 6 = 10SMPNQ SMPN SMQN

⇒ = = = 12
= 24S

ABC
Δ

ABC میانھ ی مثلث AM

⎫
⎭⎬ S

AMC
Δ S

AMB
Δ

24
2

⇒ = = = 6
= 12S
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Δ

AMB
Δ
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⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
S
AMP

Δ S
BMP

Δ

12
2

⇒ = = = 3
= 6S

AMP
Δ

AMP
Δ

میانھ ی NM

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
S
ANM

Δ S
NPM

Δ

6
2

(S = − 1 + i)
b

2
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b

2
b

2
−→

×2

(b)10(i)i
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AC = =+32 12
− −−−−−

√ 10
−−

√

BC = =+32 12
− −−−−−

√ 10
−−

√

AB = = 2+42 22
− −−−−−

√ 5
−−

√

A C : A = A + B ⇒ = 90B
Δ

B2 C 2 C 2 Ĉ ∘
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−−

√ 10
−−
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−−
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√
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BMA

ND C

EF

 

 

بنابراین  است. همچنین به طریق مشابه می توان نشان داد که  است. بنابراین با فرض لوزي بودن چهار ضلعی  داریم:

  

، آن گاه: نکته (تعمیم قضیۀ تالس): در مثلث  اگر  گزینه 4 - 45
A

B C

NM

 

، اگر پاره خط  روي اضلاع  و  پاره خط هاي متناسب ایجاد نکته (عکس قضیۀ تالس): در مثلث 

. ، آن گاه:  کند 

A

B C

NM

 
نکته: در مثلث قائم الزاویه، میانۀ وارد وتر، نصف وتر است.

طبق فرض،  و  وسط هاي  و  هستند. پس:

6

A

B C

PN

M

O

 

. در نتیجه با استفاده از تعمیم قضیۀ تالس در  داریم: ، پس  بنابراین از عکس قضیۀ تالس نتیجه می گیریم 

. بنابراین طول میانۀ وارد بر وتر  برابر  است. پس طول وتر برابر است با: 

، یک مربع به طول ضلع  تشکیل می شود. از تقاطع نیمسازهاي زوایاي داخلی یک مستطیل به طول ضلع هاي  و  گزینه 2 - 46

پس مساحت چهارضلعی  برابر  است و چهارضلعی حاصل از وصل کردن وسط هاي اضلاع همان مستطیل، لوزي  است که مساحت آن نصف مساحت

، بنابراین داریم: مستطیل است، پس 

A C : = = 1 ME =B
Δ AM

MB

AE

EC
− →−−−

تعمیم تالس BC

2

B C : = = 1 NF =D
Δ DF

FB

DN

NC
− →−−−

تعمیم تالس BC

2

ME = NF =
BC

2
MF = NE =

AD

2
MENF

ME = MF ⇒ = ⇒ BC = AD
BC

2
AD

2

ABCMN ||BC

= =
AM

AB

AN

AC

MN

BC

ABCMNABAC

( = )
AM

AB

AN

AC
MN ||BC

NPABAC

= = (∗)
AN

AB

AP

AC

1
2

NP ||BCOP ||MCAMC
Δ

= = ⇒ AM = 12
AO

AM

AP

AC
= ==

(∗) 1
2

− →−−
AO=6 6

AM

1
2

BC12BC = 2AM = 24

ab|a − b|
2
−−

√

2

ABCD=(3 − 2)
⎛

⎝
⎜⎜

2
−−

√

2

⎞

⎠
⎟⎟

2

1
2

MNOP

= = 3SMNOP

2 × 3
2

14

هندسه 1
فرزانگان 4



  

A

C

D B

O

P

M

N

گزینه 4 - 47

 چهارضلعی  متوازي الاضلاع است زیرا دو ضلع مقابل موازي و مساوي دارد.

 به طریق مشابه در مثلث  می توان نشان داد: 

A B

CD

NQ
P

M

 

 

گزینه 3 - 48
 راه اول:

 

0

M CHB

A

5
75 15

0

 

 راه دوم:

 مثلث  قائمه الزاویه است؛ داریم:

= = 6
SMNOP

SABCD

3
1
2

}
AD = BC → 2MD = 2BN → MD = BN

MD || BN

MBND

: QN || BP   = → = → PB = 2QNABP
Δ

− →−−−−−
تالس جز بھ کل CN

CB

QN

PB

1
2

QN

PB

ADQDQ = 2MP

MB = DN → MP + PB = DQ + QN → MP + 2QN = 2MP + QN

→ MP = QN = 3 → DQ = 2MP = 2 × 3 = 6

BC = 2AM = 2 × 5 = 10

: = − ( + ) =ABD
Δ

Ĉ 180∘ 90∘ 75∘ 15∘

: AH = = =15∘ ارتفاع وارد بر وتر روبھ رو
BC

4
10
4

5
2

: = = → = → =AHM
Δ AH

AM

5
2
5

1
2

AMH^ 30∘
HAM^ 60∘

: HM = = × 5 =AHM
Δ

60∘ روبھ رو بھ
3
−−

√

2
وتر

3
−−

√

2

5 3
−−

√

2

BC = 2AM = 2 × 5 = 10

= = − ( + ) =ABD
Δ

Ĉ 180∘ 90∘ 75∘ 15∘

: AH = = ارتفاع وارد بر وتر روبھ رو=
BC

4
10
4

5
2

AHM

A = A + H ⇒ 25 = ( + H ⇒ HM =M 2 H 2 M 2 5
2

)2 M 2
5 3

−−
√

2
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گزینه 3 - 49
A B

CD

E

F

G

H

 

 و  عمود منصف یکدیگرند  

 و  وسط ساق ها 

در نتیجه چهارضلعی قطرهاي آن عمود منصف یکدیگر باشند، لوزي است.
روش دوم: در ذوزنقه متساوي الساقین قطرها با هم برابرند. یعنی:

A B

CD

E

F

G

H

 
 

به همین صورت:  

بنابراین در چهارضلعی  هر چهارضلع دو به دو موازي و هر چهار ضلع برابرند بنابراین چهارضلعی ایجاد شده لوزي است.

در شکل  یک ذوزنقه ي متساوي الساقین است. چون:  گزینه 4 - 50
A

B C

M N

PH  

 

و از طرفی  در نتیجه  یعنی گزینه ي  صحیح است.

 در شکل مقابل طبق قضیه ي تالس: 

 

A B

C

M

N P

و خود ضلع  را ارتفاع مثلث و  را پاي ارتفاع در نظر می گیریم بنابراین  مستطیل است.

و همچنین اگر مثلث مورد نظر متساوي الساقین باشد  ارتفاع بر وسط  وارد می شود و مثلث  متساوي الساقین  می شود.
A

B C

M N

P  

 

پس هر  مورد ممکن است اتفاق بیفتد.

EG⊥HF

EGHFHF ∥ AB ∥ DC

FH

: = = = 1 ⇒ HE ∥ BD , HE = BDABD
Δ AE

EB

AH

HD

1
1

1
2

: = = 1 ⇒ FG ∥ BD , FG = BDBDC
Δ CF

FB

CG

GD

1
2

HG = EF = AC , HG ∥ EF ∥ AC
1
2

EFGH

MNPH

→ MH = NP

: MHمیانھ = ABABH
Δ 1

2

NP ∥ AB ⇒ NP = AB
1
2

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

MN ∥ BCMN ∥ HP2
NP ∥ AB

MP ∥ AC

ACAAMPN

(AB = AC)BCMNP

MP = NP

MP AB∥
– ––– ––

1
2

MP AC∥
– ––– ––

1
2

− →−−−−
AB=AC

3
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1 - 4

2 - 4

3 - 3

4 - 3

5 - 2

6 - 3

7 - 3

8 - 1

9 - 1

10 - 1

11 - 4

12 - 4

13 - 3

14 - 4

15 - 2

16 - 3

17 - 3

18 - 4

19 - 1

20 - 1

21 - 4

22 - 2

23 - 4

24 - 2

25 - 2

26 - 2

27 - 4

28 - 3

29 - 2

30 - 1

31 - 2

32 - 2

33 - 4

34 - 3

35 - 1

36 - 3

37 - 3

38 - 2

39 - 3

40 - 3

41 - 3

42 - 3

43 - 1

44 - 4

45 - 4

46 - 2

47 - 4

48 - 3

49 - 3

50 - 4
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